MOMENTY BEZWLADNOSCI PLASKICH
4 PRZEKROJOW PRETA®

' 4.1. Moment bezwladnosci przekroju wzgledem osi

Juz w rozdziale 3 wprowadzono pewne nowe wielkosci geometryczne W i J; zwiazane ;
Z wymiarami przekroju i charakteryzujace jego whasciwosdci w zagadnieniach skrgcania.
"Podobna sytuacje mamy w zagadnieniach zginania, gdzie wystgpuja catki typu

- J=frdaa, ‘ (4.1a)
A k]

w ktdérych kazde elementarne pole d4 mnozone jest przez kwadrat odlegtosci tego pola
od obranej osi #, a calkowanie obejmuje cale pole 4 przekroju preta (rys. 4.1a). Tak zde-
finiowang wielkos¢ J, nazywamy momentem bezwladnosci przekroju wzgledem osi . Mo-
ment ten ma wymiar cm* (lub m*), jest zawsze dodatni jako suma samych dodatnich

Rys. 4.1. Definicja momentu bezwladnosci v@zg]qdem osi

sktadnikow $? dA, a jego wartosc zalezy od ksztaltu @ wymiaréw przekroju oraz od polo-
zenia osi n wzgledem przekroju. Gdy o$ n jest centralna (rys. 4.1b), czyli gdy przechodzi
-“ona przez $rodek cigzkosci C przekroju, wowczas w wyrazeniu (4.]a) zamiast n't ¢ pi-
- szemy p iz, czyl. :
| = [z2d4, . . (4.1b)
A . :

i J, nazywamy centralnym momentem bezwladnosci wzgledem osi y.
) Rozdzial ten ma charakter pomocniczy, opisuje bowlem pewne geometryczne wielkosei cechu-

jace przekroj préta. Wielkosci te sa gtownie stosowane w zagadnieniach zginania pr¢tow i z tego po-
wodu utarlo si¢ omawianie ich w nauce wytrzymalosci materialow.
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Podobnie definiujemy moment bezwladnosci wzgledem osi [

Jo=[r2dA » (4.22)
A
i jego szczegolna wartos$é, gdy o$ { jest centralna, czyli )
‘ J, = [y*da | (4.2b)
w0 : A4 ' <

jako centralny moment bezwladnosci wzgledem osi z.

Analityczne okreslenie J, sprowadza si¢ do obliczenia calki pojedynczej. Zauwazmy,
ze wszystkie pola dA elementarnego paska réwnoleglego do osi # maja t¢ sama rzgdna
© (rys. 4.2a). Wobec tego suma iloczynow {? dA4 dla elementdw tego paska jest

[2dA, +0%dA,+ ... = (2D dA = ¢, dL, ' (a)
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Rys. 4.2, Obliczenie momentow- J,,s,J; przez catkowanie

gdzie c, — dlugosé paska w kierunku osi n bgdgca, jak widac, funkcja {. Dla calego prze-
kroju J, jest suma wyrazen (a), gdy { zmienia si¢ w przedziale {,, {,, tj. '

J,,;fc,,@dc. L @3
41

Podobrie 'dzielqc pole A4 na paski réwnolegle do osi { obliczamy moment bezwladnosci J;
(rys. 4.2b) jako :

72
J, = fcgnzdn, (4.3b)
1 .
przy czym ¢; — dlugos$¢ paska w kierunku osi { jest na ogét funkcja 7. Wystepujace we
wzorach (4.3) granice calkowania sa wielkoSciami algebraicznymi i w przypadku takim,
jak na rys. 4.2, mamy {, >0, {, >0, n, > 0, ale , <O.

_Dla przykladu obliczymy moment bezwladnosci prostokata raz wzgledem osi #, drugi
raz wzglgdem osi centralnej y (rys. 4.3a). Podstawiajac' we wzorze (4.3a) ¢, = ¢, = b =
= const oraz {;, = @, {, = A otrzymujemy
CS{& th

=5 (b)

) h
J, = f b= b| Sy =
0
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‘a dla drugiego Iﬁrzypadku, gdy z, = —h/2, z; = h/2,

hj2 . .
y| 22 _ bR b(=hP _ bR
2 — =
f bz?dz = I s 54 4 2 (4.4a)
—h/2

Jak widac, mamy tu J, = 4J,, co potwierdza, Ze peltozenie osi odniesienia ma istotny
wplyw na warto$¢ momentu bezwladnosci.
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Rys. 4.3. Przyklady okreslenia momentéw bezwladnosci
W podobny sposéb wyznaczamy momenty bezwhadnosci prostokata wzgledem osi ¢
badz wzgledem osi centralnej z. W rezultacie otrzymujemy J, = hb3/3 oraz

hb?

J. = 1 - , (4.4b)

Przy obliczeniu J, dla tréjkata prostokatnego (rys. 4.3b) mamy ¢, = b(h—0)/h # const
i z wzoru (4.3a) _ :

h=f“hgﬂa~@i. ©
0

Podobnie okreslamy -/, wyznaczajqc c, = h(b n)/b, skad po podstawxen‘u do (4.3b)
_i scatkowaniu od 0 do b

Jo = hb¥/12. )
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Rys. 4.4, Obliczenie J, i J. dla przekroju kolowego
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-

* Dla przekroju kolowego (rys. 4.4a, b) mamy odpovéfé’ﬂnio
¢, = 2ﬁf—?», ¢, = 2‘/r2-—¥2',

skad wynika, ze¢ centralne momenty bezv.ladnosci J, i J; .

= +r2 rz_'zz z?dz, J,= +r2 r’—y’ yzdy‘
)
\ - -

sa wzajemnie réwne, gdyz okreslone sa jednakowymi zaieznoscnarm Obliczenie uprosclmy,
biorac jako zmienna kat «. Wtedy -

z~—rsma dz-rcosozdoz ¢, = 2rcosa,

a granice calkowama sa a, = —7/2 1 a, = w/2, skad
+m/2 ‘ 4 .
. sin 4o (712 ré
J, = 2r*sin? acos?adar = | g — T =T
: 4 4 )2 4
-2 ' a
i ostatecznie dla kolowego przekroju mamy
r¢ d* '
== ' 4.5)

Dy=di= =g

W wielu przypadkach obliczenia mozna uproicié, jesli przekrdj sklada si¢ z figur,
ktérych momenty bezwladnosci wzgledem tej samej osi sa znane. Moment bezwladnosci
przekroju jest wtedy réwny sumie'”’ momentow bezwladnosci czgéci skladowych.
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Rys. 4.5. Przyklady do obliczenia J, przekrojow zlozonych

Zadania

1. Dla wrdjkata (rys. 4.3b) obliczye J;, gdy o$ [ przechodzi przez: a) wierzcholek 4; b) srodek

cigzkosci przekroju. -
Odp. a) J; = b*hi4, b) J, = b>h/36.

() Przy wycieciu z danego przekroju pewnych czesci, momenty bezwladnosci czesci usunigtych

odejmujemy. 3
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2. Wyznaczyé J, dla przekrojéw podanych na rys. 4.5.

Odp. a) J, = n (d*—d¥)/64 = 517 cm*; b) J, = 218 cm*; ¢) J, = (bR3/12)— (nr‘/S) = 703 cm*.
3. Ktéry z podanych przekrojéw (rys. 4.6a) ma najwigksza warto$¢ J,?

Odp. Wartosci sg jednakowe, J, = (b; #3/12)—[(b, —b,) h3/12] = 3030 cm*.
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Rys. 4.6.

4. W przekroju (rys. 4.2) powigkszono 1,5 raza rzedne { nie zmieniajac odcigtych. Jak zmienia sig
J, oraz J,?

Odp. Przy takim przeksztaicemu nowe wspdlrzedne °, {’ oraz c i cc zwiazane s3 z poprzednimi:
=9 =15ic, =c, = 1,5¢,. Zalezno$¢ (4.1a) ma teraz postac
¢ ‘s
I = fc )2 ar ~153fc,,51dc_153J = 3,375,
1 1
i podobnie z (4.2a) J; = 1,5J,. ‘
§.. Wykorzystujac to, ze elips¢ ABED otrzymujemy zwigkszajac odcicte kola 4B, ED, w stosunku
alb, 4j. y = ay,/b (rys. 4.6b), obliczy¢ J, i J, dla przekroju eliptycznego.
Odp. Biorac wyniki zadania 4 i wzér (4.5), mamy

a\ nb*  ab? a\?® wb* wa b
gy _rar, . g ={e)y T _mad :
J'*(b) 4 4 (b) 4 4 ©

4.2. Momenty bezwladnosci wzgledem osi réwnoleglych

Wezmy dowolny przekréj (rys. 4.7a), dla ktérego znane sa centralne ﬁlomenty bez-
wladnodci J, oraz J,. Obliczmy teraz momenty J, 1 J; wzgledem osi 5 i { réwnoleglych
do centralnych osi y i z. Zgodnie z definicja (wzory 4.1a i 4.2a) mamy

J= [zda, 1= [n2da. (@)
A . A

Wstawiajac do tych wyrazen odczytane z rysunku zaleznosci { = z+{¢, n = y+#c otrzy-
mujemy po rozwinieciu

Jy= [ G+irda= [ 2da+2 [ 2da+2 [ da, ®)
A A A A *

Jo= [ (y+norda= [ y*da+2me [ yda+n? [da, ©
A A A A .

8 Wytrzymaloié materialow



82 4. Momenty bezwladnosci plaskich przekrojéw preta

przy czym {c i nc jako wielkosci stale wynosimy przed znak catki. Pierwsze skladniki
wyraZeni {b) i (c) sa centralnymi momentami J, oraz J, (wzory 4.1b i 4.2b) i sa znane
z zalozenia. Trzecie skladniki sa odpowiednio ACZ i AnZ, albowiem f dA, jest rowna
polu A4 przekroju. Wreszcie zauwazmy, ze calkl

[zda, [yda
A

A
s§ momenffmi statycznymi pola przekroju odpowiednio wzglgdem centralpych osi y i z
1 z tego powodu, jak wiemy z kursu mechaniki ogdlnej, sa one réwne zeru.
W wyniku zalezno$ci (b) i (c) przybieraja postaé
Jy=J,+ALZ,  J=J.+Ant, (4.6)
dajaca szukana odpowiedZ. Budowa wzoréw (4.6), tzw. wzoréw Steinera, wskazuje, ze

z cale) mnogosci momentéw J, (lub J,) dla rodziny réwnoleglych osi 7 (lub £) centralny
moment bezwladnosci J, (lub J,) jest najmniejszy. Jesli wiec mamy zagadnienie proste

Ab

' T — 7 R xn
04 > '

Rys. 4.7. Sformuiowanie wzoréw Steinera i ich zastosowanie

\

(dane: J,, J,, 4, nc 1 {¢, szukane: J,, J,), to skladniki AC2C i Ani nalezy odpowiednio
doda¢ do znanych J, i J,. Gdy zagadnienie jest odwrotne (dane: J,, J;, 4, n¢, {¢, szukane:
Jy, J2), skladniki te nalezy odpowiednio odjg¢ od znanych J, i J,.

Dzigki wzorom Steinera obliczenie momentéw bezwladnosci jest znacznie uproszczone,
albowiem stosowane w praktyce przekroje stanowia kombinacje tylko niewielu figur
prostych (prostokat, koto, tréjkat). To samo jest w przypadku przekrojow skladanych
z tzw. profili znormalizowanych (rys. 3.22), dla ktérych tablice podaja polozenie ich
Srodkéw cigzkosci i ich centralne momenty bezwladnosci.”? Innym zastosowaniem tych
wzoréw jest okreslenie momentow w sposéb przyblizony, gdy przekrdj podany jest tylko
wykreslnie (rys. 4.7b). Przy obliczeniu na przyklad momentu J. przekrdj dzielimy szere-
giem rdwnooa’leglych linii i kazdy pasek ZaStquJemy prostokatem. MOment bezwladnosci
paska ,,i” jest
(Je = (AD*h/12)+ Abh; b2, (d)
a calkowity moment J, »

\ To% (0B12) D b+ 2B S b2, | ©

(1) Patrz na przyklad: Mechanik, t.II, cz. 1A, str. 358 367, ponadto Polskte Normy PN-59/H-
=93401-PN-59/H-93407,
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Zadania

1. Dla podanego przekroju (rys. 4.8a) wyznaczy¢ momenty J, i J..

Rozwiazanie. Dzielimy przekrdj na prostokaty I, II i III, dla ktorych okreslamy polozenie ich
érodkow ciezkosci C,, C;, Ca. Fo wyznaczeniu polozenia $rodka cz¢zkosci € calego przekroju okre-
$lamy wspélrzedne §rodkéw Cy, Cz, Cs w ukladzie osi y, z, ktory dla skladowych prostokatow jest
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Rys. 4.8. Dane do zadan 1 i 2 (wymiary w mm)

niecentralny. W przyjetej wiec symbolice (rys. 4.7a) wspolrzedne te sa 7¢ i f¢, na przyktad dla prosto-
kata II: nc = —2,07cm, {c = 1,33 cm.  Z kolei obliczamy ,,wlasne” centralne momenty dla czgsei
- sktadowych. Dla prostokata II na przyklad: (J))wiasee = 1-5%/12 = 10,4 cm?, ([)wiasne = 5:13/12 =
= 0,4 cm* itd. Calo$é obliczen ujmujemy w ponizszej tablicy, w ktérej znaczenie poszczeg6lnych kolumn
jest oczywiste. W wyniku mamy J, = 11,34+53,3 = 64,6 cm*, J, = 82,1 cm®,

Cresé Jywnsne A CC A C(z; Jzwiasne A Nc A"]z

Z65C cm* cm? cm cm* cm* ¢m? cm cm*
I 8-13/12 =~ 0,7 8,0 —1,67 22,3 J1-83/12 = 42,7 8,0 1,43 16,3

‘ 1] 1-53/12 = 10,4 5,0 +1,33 8,8 5-13/12 = 0,4 5,0 —2,07 ! 21,4
Hor {2-1%12 = 0,2 2,0 +3,33 22,2 1-23/12 = 0,7 2,0 —0,57 0,6
z 11,3 cm* 53,3 cm* 43,8 cm* - 38,3 cm*

2. Wyznaczy¢ J, i J. symetrycznego przekroju (rys. 4.8b), jesli dla kaidego z katownikow: 4 =
= locmz) (J.w wlasne = (Jz)wusne = 38 cm*.

Odp. J, ~ 43,8-10° cm?, J, = 11,9-10° cm*.

3. Obliczy¢ J, dla przekroju w ksztalcie pétkola (rys. 4.9a).

Rozwiazanie. Zadanie jest przykladem zadania odwrotnego. Moment J, = nr*/8 jest réwny
polowie J, (wzor 4.5), a poniewaz [ = 4r/3w, z wzoru (4.6) mamy

- J, = (mr*/8) —(nr?/2) (4r/3m)* ~ 0,1097 r*.
4. Obliczy¢ J, dla przekroju (rys. 4.9b). '
Rozwiazanie. Po okresleniu $rodka cigzkosci C obliczamy

P 3
J: =£§.'18_'2.)___ +-E'§-— ~410 cm* oraz J, = J;—An} = 352 cm*.

Y
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Wida¢, ze wygodniej jest tu obliczy¢ najpierw J, wzgk;dem osi niecentrainej, a dopiero potem przejs$é
do osi centralnej z.

a) Sz b) SA ZA
T TS
. 1 0 BO=b—-—~> T
% R & 7| Clag=n, U =
§E§

, 10=h
Rys. 4.9. Dane do zadan 3,41 5

5. Kto$ obliczajac J, dla przekroju (rys. 4.9¢) podal wynik: J, = (a*/12) —2 [(r*/8) + (rr?/2) (a/2)2].
Czy wynik ten jest dobry?
Odp. Nie. Dla pdlkola nalezy obliczy¢é (J,)wiasne WZgledem C i doplero potem obhczyc (J7) wiasne +

+(rr?/2) (CC2.

4.3. Odsrodkowy moment bezwladnosSci. Definicja gléwnych osi

W- teorii zginanié pretow wystepuja réwniez calki typu
Ju= [ ntd4, @7
A *

w ktérych kazde elementarne pole d4 mnozone jest przez iloczyn jego wspSirzgdnych
prostokatnych, a sumowanie (catkowanie) rozciaga si¢ na cate pole A przekroju (rys. 4.1a).
Wielkos¢ J,, nazywamy odsrodkowym momentem bezwiladnosci przekroju wzgledem osin i (.
"Podobnie jak momenty bezwladnosci J,» J;, ma on wymiar cm*, a jego warto$¢ zalezy
od ksztaltu i wymiaréw przekroju oraz od polozenia ukladu osi wzgledem przekroju.
Podobnie tez sygnalizujemy przypadek szczegdlny, gdy osie n, { sa centralne, piszac J,,
zamiast J,,.

Poza wyliczonymi podobiefistwami istnieja i réznice. Zasadnicza réznica jest, ze
zaleznie od obioru ukladu osi moment J,, moze by¢ dodatni, ujemny lub réwny zeru.
To ostatnie jest widoczne, gdy przekrdj jest symetryczny i jedna z osi ukladu #, { jest
osig symetrii (rys. 4.10a). Kazdemu elementowi d4 o wspdtrzednych #, { odpowiada taki
sam element o wspohrzednych n i C = —{isuma n{d4+nl, d4 = 0, a co za tym idzie
i cala suma, tj. J,, = 0.

Dla kazdego punktu O dowolnego przekroju mozna zawsze tak dobraé osie n4, {,
(rys. 4.10b), zeby moment odérodkowy (J,.), byl réwny zeru. Aby tego dowies¢, zba-
dajmy zmiang¢ tego momentu przy obrocie osi. Zalézmy, ze (J,,)o W stadium 7 jest znane.
Przy stopniowym obrocie uktadu osi wartosé tego momentu ulega zmianie ciaglej. Gdy

“a = 90° (stadium JIT), wéwczas z rysunku widaé, ze wspétrzgdne pola dA4 sa

Moo =Los {90 = —17o; - . .(a)
a elementarny moment odsrodkowy w tym stadium 7/ |
- \ (d‘InC)QO =1790{90dAd = =7 {odA4 = —(dJ 0o - ' (b)
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Z tej zaleznosci wynika w konsekwencji, ze
) (J.;;)go = “(qu)o . (©)

Skoro wigc przy obrocie osi o kat & = 90° nast¢puje zmiana znaku J,;, to musi istnie¢
posrednie polozenie osi, w ktérym (J,.), = 0. Ten szczegélny uktad nazywamy gléwnym

dla obranego punktu O. Jesli tym punktem jest $rodek cigzkosdcei przekroju, to taki uklad

R *(stadium )
(%3 ,

»

e (Stadium M)

q%(stadium D

Rys. 4.10. Jakodciowa analiza odérodkowego momentu bezwladnosci

osi nazywamy gléwnym centralnym. Dla przekroju symetrycznego (rys. 4.10a) jest aczy-
wiste, 2e of symetrii oraz prostopadla do niej druga centralna o$ sg gléwnymi centralnymi.

Sformulujmy obecnie wzdr analogiczny do wzoréw Steinera. Zalézmy mianowicie,
ze od$rodkowy moment J,, jest znany i obliczmy moment J,, wzgledem uktadu osi #, {

a) b) c)

‘ A
a4 4 He———n2(9)
T REETGW:
3 dA SN [\ &
e TSR
> o
A N “n A ‘T(c<0 hrd
3 )
3 c x 7 : c v ﬂf(é);ﬂ(ﬁ)
E by &>07y Jo
0 v ) gl C> \J & Lol
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Rys. 4.11. Obliczenié momentu odsrodkowego

rownoleglych do centralnego ukladu y, z (rys. 4.11a). Z fysunku odczytujemy, Ze 3 =
= y+ne { = z-+{c, wobec czego ‘

Jp=[ntdd= [ (y+nd)(z+{)dd =
A A :

o =fysz+nCCcfdA-j—ncfsz+quydA.
A A A A
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Po uwzglednieniu, ze dwie ostatnie calki, jako momenty statyczne wzgledem osi- central-
nych, sa rowne zeru, mamy zalezno$é

Jr]C=Jyz+AnCCC' . (4.8)

Jej znaczenie i zastosowanie jest takie samo jak wzoréw Steinera dla momentow J, i J,.
Dla uniknigcia bledéw, nalezy pamietaéd, ze uktady y, z oraz n, { muszq miec zwroty zgodne,
a wspolrzedne 5 1 { $rodka ciezkosci w ukladzie niecentralnym sa wielkosciami alge-
braicznymi. Na rysunku 4.11a mamy wigc nc > 0 i {c > 0, natomiast na rys. 4.11b
ne <0,{c>0.

Wykorzystujac zalezno$é (4.8) mozemy J,, wyznaczy¢ przez pojedyncze catkowanie.
Dzielac przekrdj na elementarne paski rownolegle do jednej z osi (rys. 4.11c), obliczmy
moment dJ,. jednego z nich. Pasek ten jest prostokatem o polu ¢, d{, wspdlrzedne jego
§rodka cigzkosci sa (7, +1.)/2 oraz {, a jego ,,wlasny’” moment odsrodkowy wzgledem
jego osi centralnych (osie symetrii) jest réowny zeru. Uwzgledniajac to mamy z (4.8)

dJ,; = ¢,(ny +72) { /2. | (a),
Calkowity moment od$rodkowy jest catka wyraZen (d) w granicach od {, do {,. Tak wigc

) - L2 i - ‘
' =g [ altn+n)td, @9
. t . .

przy czym zgodnie’ z rys. 4.11c wielkosci c,, ,, n, musza by¢ wyrazone jako funkcje
biezacej zmiennej (.

Zadania
1. Obliczyé moment odsrodkowy J,. dla prostokata (rys. 4.3a).
Odp."Z wzoru (4.8), przy J,; =0, mamy Jy; = Anc lc = b2h*/4.
2. Obliczyé momenty odsrodkowe J,;, J,. dla trojkata (rys. 4.3b).

Odp. Konfrontujac rys. 4.3b i 4.11c ustalamy: ¢, = b —0)h, 1y =0, 33 =¢p, £ =0, {2 =
=, skad

b2h 2 bzhz
f ( C) rdr = ’
[1]

a z wzoru (4.8), gdy nc = b/3, {c = h/3, mamy
(b2h3[24) = J,.+(bh/2) (b3) (h/3), . skad J,» = —b*h3[12.

3. Obliczyé Jy. dla przekroju (rys. 4.8a),
-Odp. Jy; = 8-1,43 (—1,67)+5(—2,07) 1,334+2 (—0,57) 3,33 = —36,7 cm*-
Uwaga. Wspdlrzedne n¢ i e okreélamy w ukladzie y, z niecentrainyni dla prostokatéw I, IT i r.

4. Jak zmieni sie¢ moment odérodkowy Jut przekroju (rys. 4.11¢), jesli a) wszystkie wymiary prze-
kroju zwiekszyé dwukrotnie; b) zostawiajac rzedne zwigkszyé dwukrotnie odcigte; c) zostawiajac od-
cigte zwigkszyé dwukrotnie rzedne.

Odp. a) wzrosnie 16 razy, b) i ¢) wzro$nie 4-krotnie.
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4.4. Wyznaczenie centralnych osi gléwnych. -
Gléwne centralne momenty bezwladnosci

W artykule 4.3 udowodniono istnienie gtéwnych osi, nie okreslono jednak ich liczby
iich polozenia. Kwestia ta zajmiemy si¢ obecnie, przy czym ograniczymy si¢ do przypadku, ‘

DA
o

Rys. 4.12. Obr6t osi i okreslenie gléwnych osi centralnych

gdy osie n, { sa centralne, tj.n = y,{ = z Zatézmy, ze dla danego przekroju (rys. 4.12a)
Znane sa centralne momenty bezwladnoséci oraz centralny moment odsrodkowy

J,= [z2da, U= [y2da, J.= [yzd4 , (2)
A A

A

i sprébujmy wyznaczy¢ te wielkosci dla uktadu osi y,, z, obréconego o kat « wzglgdein
pierwotnego. Z rysunku odczytujemy

y, = ycosa+zsina, z,= —ysina+zcosa, ' (b)

jako nowe wspdhrzedne elementarnego pola dA. Zgodnie z definicja momentu bezwladnosci
wzgledem osi y, mamy

(Jy)q,-;— fzf,’,dA= f(—~ysin<x+zcosa)2dA=
, P .

A
= fzzcos2 adA+ fy"sinzadA—— f2yzsinacosadA,
A A , : A
a po uwzglednieniu zaleznosci (a) i drobnych przeksztalceniach
(e = 5 Uyt d)+ 5 (Jy= J)cos 2a—J s sin2a. " (4.102)
Analogicznie obliczamy moment (V).

(J2)e = Af yidA=—%(J,+J,)~% (J,~J)cos2a+Jysin2a.  (4.105)
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Wreszeie moment odérodkowy (J,.), jest

(Jy2)e = f Vaz,dA = f (ycosa +zsina){(—-ysina+zcosa)dA =
A . A N
= f z?sinacosadAd — f y2sinacosadA+ f yz(cos® a—sin*a)dA
A A . A .
lub po uwzglednieniu zaleznodci (a) |
(e = 5 (T,—T,)sin 20+, cos 22, ) (4.10c)

Zaleznoéci (4.10) daja poszukiwane wielkosci dla dowolnego kata a. Gdy centralne
osie y, i z, sa jednoczesnie gtéwne, (J,.), = 0 i z zaleZnosci (4.10c) mamy réwnanie

tg2e = — 2y

(411
R A 1)

ktérego rozwiazanie daje w przedziale 0, 2r na ogét tylko dwie odpowiedzi 2a, i 20, =
= 2a, +7. Dowolny wigc przekrdj ma na ogdl tylko dwie centralne osie gléwne, okrgélone
katami a, i «,, i osie te s3 do siebie prostopadie. Wyjatek od tej reguly jest, gdy jedno-
czeénie J,, = 0 oraz J, = J,, a tg 2o == 0/0 jest nicoznaczone. Wtedy jednak z wzorow
(4.10) mamy, e niezaleznie od kata o
(Jy2)e =0, (Jy)¢=(1;)a=Jy=Jz- (©)
Tak wiec w tym wyjatkowym przypadku kazida os centralna jest gléwna, a moment bez-
- wladnoséci wzgledem kazdej z nich jest jednakowy. Przekroje takie sa, wbrew pozorom,
dosé czesto spotykane w praktyce, jak na przyklad kwadrat, kolo oraz przekroje o wigcej
-niz dwoch osiach symetrii (rys. 4.12b).
Majac poloZenie gldwnych centralnych osi, tj. katy «, i o,, wyznaczamy z (4.10a)
odpowiadajace tym osiom gléwne centralne momenty bezwladnosci J, oraz J,. Uwzgled-
niajac, ze

cos2a = 1//1+1g?2a, sinla = tg2oc/,/1 +tg?2a,
a tg 2« jest znany z (4.11), otrzymujemy z (4.10a)

Jl JP + ‘Iz - (Jy —‘Iz)z 2 - '
bodtle /O g, @)

J2

Momenty J; i J, przedstawiaja ekstremalne warto$ci momentéw (J,), 1 (J;), odpowiada-
jacych roznym katom o. Przyréwnujac mianowicie do zera pochodna
(dJ,),/da = ~(J,—J,)sin2Za —2J,, cos 2a (@)

otrzymujemy réwnanie dla tg 2a identyczne z (4.11). To dowodzi, ze moment bezwladnosci
wzgledem jednej z osi gldwnych jest maksymalny, wzgledem drugiej — minimalny. Stwier-
dzenie to po naniesieniu gidwnych osi na rysunku przekroju pozwala ustali¢ od pierwszego
rzutu oka, ]_(térej z nich odpowiada maksymalny, a ktérej minimalny moment bezwladnosci.
W przypadkach watpliwych, zreszta rzadkich, odpowiednio$¢ ustalamy badajac znaki
cos 2« i sin 2a odpowiadajace wartosci tg 2a danej z (4.11) i wstawiajac te funkcje do (4.10a).

-
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Nalezy zauwazy¢, ze przqutawiona' analiza stosuje sie, gdy uklad osi nie jest centralny,
trzeba tylko we wzorach (4.10)--(4.12) wstawi¢ wspdélrzgdne n, { zamiast y, z.

-~

Zadania

1. Udowodnié¢ bez rachunkow, ze przekrdj o 3-krotnej symetrii (rys. 4.12b) ma rzeczywiscie nie-
skonczenie wiele gtéwnych centralnych osi. .

Odp. Wiemy, ze o$ symetrii jest gldwna; przekrdj ma wiec co najmniej 3 osie glowne, a wiemy,
Ze tych osi moze byé albo tylko dwie, albo nieskoriczenie wiele. '

2. Dla przekroju (rys. 4.8a) wyznaczyé poltozenie gléwnych centralnych osi i gldéwnie centralne
momenty bezwladnosci.

Rozwiagzanie. Biorac wyniki zadai 1 (art. 4.2) i 3 (art. 4.3)

J, = 64,6 cm*, J, =821 cm*, J, = —36,7 cm*
mamy z (4.11): tg2x = —4,i9, skad 2%, = 103,44°, 2x, = 283,44°, i w wyniku &y = 51,7°, &, =
= 141,7°. o -

Nanoszac te osie na rysunku przekroju (rys. 4.13) widzimy od razu, ze osi I odpowiada raksymal-
ny moment, tj. J1, osi I minimalny, tj. J,. Wartosci ich wedlug (4.12) sa

J - ‘ {111,0 cm®,
: }= 64,6+82,1 | l/ (64,6 482,1)2 367y — {

J2 2 35,6 cm*.
Z rachunkéw wynika potrzeba -zwrécenia szczegdinej uwagi na znak J,. i znak tg 2x, gdyz to decy-
duje o poprawnosci wyniku. : ) -

' ht— 32— TN I Yy

Rys.4.13. Wynik dla zadania 2 Rys. 4.14. Do zadania 5 Rys. 4,15, Do zadania 6

3. Wykorzystujac wyniki zadania 1 (art. 4.1) i 2 (art. 4.3) wyznaczy¢ polozenie gtéwnych centfl-
nych osi i wartosci Jq, J» dla tréjkata (rys, 4.3b), gdy b = 10 cm, £ = 18 cm.

Odp. &; = 19,3°, o, = 109,3°, J, = 1778 em*, J, == 342 cm*.

4. W przekroju (rys. 4.13) powickszono dwukrotnie: a) wszystkie wymiary; b) tylko odcigte. Czy
polozenie gléwnych osi zmieni sig? - :

Odp. a) nie; b) tak, nowe wartoéei sa: o; = 75,8°, «, = 165,8°.

5. Ile gtéwnych centrainych osi ma przekr6j o trzykrotnej punktowej symetrii (rys. 4.14)?

Odp. Nieskonczenie wiele. Gdy o$ I jest gtéwna, wowczas z racji symetrii osie II i 111 sg tez gléwne.
Dalszy dowdd, jak w zadaniu 1. : ‘

6. Przekrdj (rys. 4.15) sktada sig z ptaskownika 14 cmx 1 cm i katownika, dla ktérego z tablic
mamy: J, = 98 cm*, J, =276 cm*, A’ = 19,1 cm? oraz potozenie gtéwnej centralnej osi I’ okreslone
przez tga’ = —0,438. Biorac pozostale dane z rysunku obliczy¢ polozenie giéwnych centralnych osi
dla przekroju oraz wartosci Jy i Ja. i
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¥

Rozwnqzanle Rozpoczynamy od obhczema J dla’ katownika. Z wzoru (4.11) mamy J
= ——(J —J)tg20/2 = 178 (—1,092)/2 = —97, 0 cm"' gdyz kat o' =" —-23,7° < O (rys. 4.12a). Nas—
tepnie obhczamy z (4.10a) i (4.10b) momenty I o .I;', J Ve " dla plaskowmka bioragc glébwne centralne mo-
menty wzgledem osi y, z: J = 13-14/12 = 1,2 cm“ J.=1- 143/12 = 228,6 cm*, J,, = 0 oraz kat «
= 32,5°. W wyniku mamy J', = 66,9 cm?, J" 163,2 cm* J = —103,0 cm*. Po tych operaCJach
reszta jest powtorzeniem juz przeroblonych zadan i obe_;muje wyznaczeme $rodka ciezkosci C i mo-

mentdéw bezwiladnosci calego przekroju (wzory 4.6 i 4.8). Wynik
J,=220cm*, J, =587 cm*, J,.= —133 cm*

daje podstawe do obliczenia &, = 72,0°, a,= 162,0° z wzoru 4.11) oraz J, = 630 cm*, J» = 178 cm*
z wzoru (4.12).

4.5. Biegunowy moment bezwladnosSci przekroju

Dodajac stronami zaleznosci (4.10a) i (4.10b) otrzymujemy, ¢ suma ta jest stata i nie
zalezy od kata a, czyli

(Dt =d,+ T (a)
Wynik powyZiszy stanie si¢ jasny, jesli zauwazyc, ze
Joad.= [ 2das [yaa= [ryyda= [rida ®)
LA A A A

jest suma iloczynéw elementarnych pél przez kwadraty ich odlegtosci r¢ od $rodka C,
nieczutych na obrdt osi, gdyz zawsze rZ = y*+z* = y,+z;. Tg sume

Jo=Jd,+J, = [ rzda (4.132)
p |

nazywamy centralnym biegunowym momentem bezwladnosci przekroju. Jesli poczatek
ukladu O nie pokrywa si¢ ze Srodkiem cigzkosci (rys. 4.7a),’ to analogiczna sumg

JE=J,+J, = f(C2+n2)dA ngdA  (413b)

nazwiemy biegunowym momentem bezwladnosci przekroju wzgledem punktu O. Wyko-
rzystujac wzory Steinera (4.6) mamy od razu

Jo=Jo+A(me+L0) = Jo+ Ao, (4.14)

gdzie oc = OC odleglosé mlgdzy poczatkiem ukladu O a érodkiem cigzkosci C.

Na ogol wartoéé J, badz J¥ obliczamy z (4.13) sumujac momenty bezwiadnosci wzgle-
dem dwéch dowolnych osi prostopadlych do siebie i przechodzacych przez poczatek
ukladu. Dla przekroju na przyklad kolowego (rys. 4.5a) mamy z wzoréw (4.5) wynik

n(ry—1%) _ wld;—dy)

4 Y] ’
identyczny ze znanym juz wzorem (3.10). Daje on fizyczna interpretacije wielkosci Jy
stosowanej przy skrecaniu.

(©

Jo=J,+J, =2
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Pojecie biegunowego momentu J, mozna wykorzysta¢ do obliczenia momentow
bezwladnosci J,, J, w przekrojach o wielokrotnej (wigkszej niz dwukrotna) symetrii
osiowej (rys. 4.12b) lub punktowej (rys. 4.14). W takich przekrojach kazda o$ centralna
jest gtéwna, a J, = J; 1 z wzoru (4.132) mamy '

Jy=Jo=Jo2. (4.15)

Z.adania

1. Wyznaczy¢ wartos¢ J, dla przekroju (rys. 4.16).

4 4 .
0dp. Vz‘ﬁ%[—u“; —3(%+m%r%)].

2. Wyznaczy¢ momenty bezwladnosci J,, J. dla foremnego pigciokata o promieniu kola wpisane-
go r (rys. 4.17). '

Rys. 4.16, Do zadania 1 Rys. 4.17. Do zadania 2 , Rys. 4.18, Do zadania 3

Rozwiazanie. Wyznaczamy biegunowy moment M 4pc trojkata ABC wzglgdem punktu C.
Momenty: (J,)asc = 7 (r tg 36°)3/12 (wzér ¢ art. 4.1), (J)apc = r’(rtg 36°)/4 (zadanie 1 art. 4.1),
skad ~— ,

(J¥*) 4c = r* tg 36° (34-tg? 36°)/12,
a calkowity moment biegunowy Jo = 10 (J¥).4sc, skad poszukiwane
J, = J, = 5r* tg 36° (3-+1g? 36°)/12 = 1,065 r* .
3. Jak zmieni si¢ wynik zadania 2, je§li z przekroju usunaé¢ 5 poléwek kot (rys. 4.18)? Przyjaé
ry =rf/2. .
l Oép. Biegunowy moment jednego poétkola wzgledem bunktu C
J¥ = (mr4/4)+(rrd[2) [r2 —(8rry[3m)) =~ 0,275r% .
Momenty J, i J, zmniejszaja sig o 5J¢/2 i sa J, = J. = 0,378r%,



